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SIGNAUX ALEATOIRES

» Un signal aléatoire est un signal qui ne se reproduit pas a l'identique lors qu'on ré-itere une expérience dans les mémes conditions.

» Soit (2, F, PP) un espace probabilisé et £ (L) I'espace des variables aléatoires sur (2, #, &). Un signal aléatoire est une application

X: R - ZQ)

Pour les signaux analogiques
f > X(f) J J9'9

X: 727 - L(Q)

Pour les signaux numériques
t — X|t]

» Par la suite on écrira X(7) indifféremment pour les signaux aléatoires analogiques ou numériques

» Un signal aléatoire est un processus stochastique, c'est a dire une évolution d'une variable aléatoire en fonction du temps.

» Pour une réalisation d'un évenement w € Q, I'application t = X(w, 1) s'appelle une trajectoire du signal aléatoire X.
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SIGNAUX ALEATOIRES

» Par la suite on écrira X(7) indifféremment pour les signaux aléatoires analegiques ou
AUMEerques

* Un signal aléateoire est un processus stochastique, c'est a dire une évelution d'une variable
aléateire en fonction du temps.

* Pour une réalisation d'un éveénement @ € Q, lI'application r = X(@, 1) s'appelle une trajectoire
du signal aléatoire X.



DESCRIPTEURS
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1ER ORDRE

» Espérance ou moyenne

px(t) = E{X(?)}

> Ux(?) est un signal déterministe: c'est la trajectoire moyenne
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25D ORDRE

» Puissance instantanee
Py(H) = E{ | X(t)|*}

> Variance

Vary(f) = E{ | X(t) — (1) |2}
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SIGNAL DU SECOND ORDRE

» Un signal aléatoire X est dit du second ordre si Vr E{ | X(?) |2} < + 0.

» Il est uniformément du second ordre s'il existe B > 0 tel que Vi E{ | X(?) \2} < B.

» Un signal aléatoire analogique du second ordre est dit continue en moyenne d'ordre 2 lorsque

111%1«:{ 1X(t+6)—X(H)]*} =0
o—
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AUTO/INTER-CORRELATION

» Soient X, Y deux signaux aléatoires réels. L'intercorrélation est donnée par
Ryy(t,5) = E{X()Y(s)}
» Soit X un signal aléatoire réel. Son auto-corrélation est donnée par

Ry(t,s) = E{X()X(s)}



SIGNAUX STATIONNAIRES
ERGODIQUES
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SIGNAUX STATIONNAIRES

Soit X un signal aléatoire.

» X est stationnaire au sens fort si toutes ses propriétés statistiques sont invariantes par
translation dans le temps.

» X est stationnaire en moyenne d'ordre 2 (ou au sens large), si
px(t) = py V't

- V1, | Ry(D)| < Ry(0)



TRAITEMENT DU SIGNAL: SIGNAUX ALEATOIRES

12

SIGNAUX ERGODIQUES

» Un signal est ergodique ssi ses moyennes temporelles sont déterministes

» Un signal stationnaire est ergodique ssi pour toute fonction g

1 (2
lim —J g(X(1)) dt = E{g(X(1))]

T—o+00 1 T
2

> En particulier, la moyenne temporelle est la moyenne du processus

1 (2

T—+o00 1 T
2
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AUTOCORRELATION D°'UN SIGNAL DU SECOND ORDRE ERGODIQUE

» Soit X(7) un signal analogique aléatoire stationnaire ergodique du second ordre a valeur réel. Alors

R(?) = E{X(s)X(s + 1)}

1 1/2
= ]im —J X($)X(s + 1)ds

» Soit X[7] un signal numérique aléatoire stationnaire ergodique du second ordre a valeur réel. Alors

R\[f] = B{X[n]X[n + 1]}

1 : D X[nlX[n + 1]
= 1111 n n
No+o0 2N + 1
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DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE

» Soit X(7) un signal stationnaire, on peut définir sa densité spectrale de puissance comme

S.(u) = lim E ( 1R.0) \2)

T—+400
1 172 1 +T
Y _ —i2mut : O - — DUt , .
Avec X (v) = J X(?)e df en analogique et X (v) = Z X(?)e en numérique
VT -1 V2T +1 =

> En pratique, on utilise le théoreme de Wiener-Khintchine

+00 +00
Sy(v) = [ RX(t)e_iz””t df en analogique et Sy(v) = Z RX(t)e_’QM en numérique

[=—0O0

ie, la densité spectrale de puissance est la transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation



TRAITEMENT DU SIGNAL: SIGNAUX ALEATOIRES 15

BRUIT BLANC

Soit X(7) un signal aléatoire.

» X est un bruit blanc au sens fort ssi V7 les X(7) sont centrés (ie de moyenne nulle) et iid
(indépendants et identiquement distribués)

» X est un bruit blanc au sens faible ssi V7 les X(7) sont centrés (ie de moyenne nulle), de
variance finie et décorréllés

» Un bruit blanc est nécessairement stationnaire au sens large. Un bruit blanc fort est stationnaire
sens fort.
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BRUIT BLANC GAUSSIEN

Soit X(7) un signal aléatoire.

» X est un bruit blanc gaussien ssi V¢ les X(7) sont iid avec X(7) ~ /V(O,a)%)
» Un bruit blanc gaussien est un bruit blanc au sens fort

» L'autocorrélation d'un bruit blanc gaussien est un Dirac:
Ry(1) = 036(2)
> La densité spectrale de puissance d'un bruit blanc gaussien est constante:

Sy(V) = 0)2( Vv



FILTRAGE DES SIGNAUX
NUMERIQUES ALEATOIRES
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FILTRAGE

» Soit un filtre numérique de RI A[7] (déterministe !). Soit X[7] un signal numérique aléatoire. Le

filtrage de X|[¢] par h[t] donne le signal aléatoire Y[]:
+00
Y[£] = (h* X)[f] = Z hkIX(t — k)
fo=—

> Moyenne de Y|f] : uylt] = E(Y[#]) = (B ™ puy)| 1]

> Si X[1] est un signal stationnaire, alors Y|[7] est aussi un signal stationnaire de moyenne et
densité spectrale de puissance:

uy = h[0luy et Sy(v) = |h() | Sy(v)



CONCLUSION
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EN BREF

» Signaux stationnaires (ergodiques)
» Densité spectrale de puissance et auto-corrélation (théoreme de Wiener-Khintchine)
» Bruit blanc (gaussien)

» Filtrage des signaux aléatoires



