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Exercice 1. — Signal harmonique.S
oit le signal aléatoire
X (t) = Acos(2mvt + @)

avec A,v € R et ¢ une variable aléatoire de loi uniforme sur |-, 7]

(1) Montrer que z(t) est un signal stationnaire au sens large

On calcule d’abord la moyenne :

px (t) =E[X(t)] = E[A cos(2nmvt + ¢)]
= AE [cos(2mvt 4 )]

+oo
= A/ cos(2mvt + u) fo(u) du

= A/ cos(2mvt + u) du

—T

=0



Traitement du signal

Puis la fonction d’autocorrélation

Rx(t,s) = E[X(t)X(s)]
= E[A cos(2mvt + @) A cos(2mvs + ¢)]
= A’E [cos(2mvt + @) cos(2mus + )]

—+o0
= A? / cos(2mvt + u) cos(2mvs + u) fo(u) du

— 0o

= A2 / cos(2mvt + u) cos(2nvs + u) du
A2 E

=3 cos(2mv(t — s)) + cos(2mv(s + t) + 2u) du
A2 R A2 ™

=5 cos(2mv(t — 8)) + o / cos(2mv(s +t) 4+ 2u) du

—T

A2 2 2m
=5 cos(2mv(t — s)) + T / cos(2mv(s +t) +v) dv
—2m
2
= % cos(2mv(t — s))

= Rx(t— S)

(2) Montrer que la moyenne est ergodique
On doit montrer que
1 (772

px) =t [ X a

T/2 T/2
/ X(t)dt = / Acos(2mvt + ) dt

—T/2 —T/2
A T/2
=5 [sin(2mwt + ©)] "7
A
=5 (sin(mvT + @) — sin(—7vT + ¢))
et donc on a bien lim 1 f_TﬁQ X(t) dt = 0 (par encadrement)

T—400

(3) Montrer que la fonction d’autocorrélation est ergodique
On doit montrer que

T/2

Rx(t) = TBIEOO 7 e X)X (t+u) du

2
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T/2 T/2
X(u)X(t+u) du = A? / cos(2mvu + p)Acos(2mu(t + u) + ¢) du
—-7/2 -T/2
A2 T/2
=— cos(2mv(t + 2u) + 2¢) + cos(2mvt) du
2 Jorp
A? A? Tsin(2mv(t + 2u) + 2¢) T/
= —cos(2mvt)T + —
2 2 dmy T/2
. 1 | sin(2rv(t+2u)+2¢) T/2
ona lim = [4—99} = 0 (par encadrement), et
T— o0 i T/2
1 A? A?
TETOO Ty cos(2mvt)T = o cos(2mvt) = Rx(t)
Exercice 2. — Signal harmonique modulé.

Soit le signal
Y (t) = X(t) cos(2mvot + ¢)
avec X (t) un signal stationnaire de moyenne nulle de fonction d’autocorrélation Rx (t) et densité
spectrale de puissance Sx(v), w € R et ¢ est une variable aléatoire uniforme sur | — 7, 7). On
suppose X (t) et ¢ indépendants.

(1) Montrer que Y est stationnaire au sens large
E[Y(t)] = E[X(t) cos(2mvot + ¢)]
= E [X(t)]E [cos(2mrpt + ¢)] car X et ¢ sont indépendantes
=0
Ry(t,s) = E[Y(t)Y(s)]
E [X(t) cos(2mvpt + ¢)X(s) cos(2mrgs + ¢)]
= E [X(t)X(s)]E [cos(2mvpt + @) cos(2mrps + )]

1
Rx(t— 8)5 cos(2muy(t — s)) cf. exercice 1

(2) Calculer la densité spectrale de puissance de Y
On utilise le théoreme de Wiener-Khintchine

V):/Ry(t)e*i%”t
/RX ) cos(2mv(t))e” 2t

/ R 127ru0t 6—1271'1/075)6—227“/15

=1 (SX(I/ —1p) + Sx(v+ 1)) cf. TF et modulation!
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Exercice 3. — Filtre de Wiener numérique.

Soit X et B des signaux aléatoires stationnaires en moyenne d’ordre 2 de densité spectrale
respective Sy et Sp supposée connue. On suppose X et B indépendants et B de moyenne nulle.
Soit Y la version bruité de X :

Y=X+B.
On suppose qu’on dispose d’une observation observation bruité de X sur une fenétre de taille N.
On note Yy = {Yp,...,Yy_1} cette observation, et I'on note de méme Xy = {Xo,..., Xny_1},

By ={Bg,...,Bn-1}. On a bien entendu
Y, = Xp + By ¥ne{0,...,N—1}.

On cherche une estimation de X a partir d’'une version filtrée de Yy. Le but est d’estimer la
réponse impulsionnelle i de ce filtre de sorte que ’erreur

e=E[|hxYyx — Xn|?]
soit minimale. La convolution est ici une convolution circulaire de taille N.

(1) Montrer que Y est un signal stationnaire au sens large. Préciser sa moyenne et sa fonction
d’autocorrélation.

E[Y]=E[X +B] =E[X] + E[B]

=E[X]
Ry[t,7] = E[Y[t]Y[r]] = E[(X[t] + B[t])(X[7] + B[7])]
= E [X[t]X[r] + B[t|B[r] + X[t]B[r] + B[t|B[7]]
= E [X[t]X[r]] + E [B[t]B[7]] + E [X[t|B[7]] + E [B[t]B[]]
= Rx[t — 7]+ Rp[t — 7] + E[X[t]]E [B[r]] + E [B[t]]E [B[7]]
= Rx[t— 7]+ Rp[t— 7]

donc Y est stationnaire au sens large.

(2) By étant un signal numérique fini, on peut calculer sa transformée de Fourier finie By.
Montrer que pour tout k, E {BN[k]} =0

=

E [EN[k}] -

N—-1 )
Z BN[n]elzl\}‘kn‘|

n=0

N—-1
=Y E[By[nfle ¥k
n=0

I
o
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(3) Exprimer e en fonction de Sx et Sp.
e=E[hxY —X|[?]

= [hx¥ - X|?]
__Nfl o )
=B ) Y- Xf?
Lk=0
N—1

=FE Z |Ek(5(k + Bk) — Xk|2
Lk=0

[N—1
=B ) [Xi(h—1)+ hkf;ﬁ]
Lk=0

IN—1
=EK Z IXk|2|Bk — 1‘2 + ‘flk‘QlBkP + Xk(flk — 1)EkBk + Xk(hk — 1)thk]
L k=0
N—-1 R . R . _ _
-Y"E {|Xk|2|hk _ 1|2} 1B {|hk|2\Bk|2] 1B [Xk(hk f 1)th4 +E [Xi(hy — 1hyBy
k=0
N-—1 R R R R
= 3l = 1B [IRil?] + [ PE [1Bi?]
k=0
N—-1 . .
= |hie — 112Sx[k] + |hi|>Spk]
k=0

(4) En déduire h en fonction de Sx et Sg. On dérive e par rapport & hy,

ﬁ = QilkSX[k‘] —2Sx [k}] + QiLkSB []4;]
Ohy
On annule la dérivée :
= X [£]
Sx [k] + Spl[k]
(5) Commenter.
Exercice 4. — Détection d’un signal harmonique.

L’objectif de ce probléme est de montrer comment la fonction d’autocorrélation peut étre utilisée
a des fins de détection. On considere le cas d’un processus harmonique plongé dans un bruit aléatoire,
continu et stationnaire en moyennme d’ordre deux. Pour peu que 'autocorrélation du bruit soit une
fonction assez rapidement décroissante, on peut alors se baser sur I’autocorrélation du signal bruité
pour détecter la présence du signal non bruité.

(1) Modélisation du signal Soit X = {X(¢),t € R} un processus harmonique :

X(t) = Acos(wt + @) ,
5
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d’amplitude A et pulsation w déterministes (mais pas nécessairement connus), et de phase
a Porigine ¢ aléatoire, distribuée sur [0, 27| avec une loi uniforme : la densité est donnée
par

1
P¢(<P) = Y X[o,zw](SO) .
avec x la fonction indicatrice. Ce type de signal décrit par exemple des signaux émis par des

étoiles pulsantes (pulsars), la pulsation w étant caractéristique de la fréquence de rotation
de I'étoile, et 'amplitude A décrivant la distance a laquelle elle se trouve.

(a) Montrer que la moyenne de X est nulle :
EX{#)]=0, VteR.

E[X(t)]

/R Acos(wt + @)py(p) i

1 2m

— Acos(wt + ¢) de
27T 0

=0

(b) Calculer la fonction d’autocorrélation : Rx (¢, 7) = E [X(t)X(7)]. En déduire la variance
0% de X(t) pour tout t, et en déduire que X (¢) est du second ordre et continu en
moyenne d’ordre 2. Il est de plus stationnaire en moyenne d’ordre 2, au sens ol

Rx(t,7) = Rx(t—7,0):=Rx(t —7) .

Rx(t,7) = E[X(t)X(7)]

— / A cos(wt + p) A cos(wT + @) pe(p) dp
R

A2 27
= / cos(wt + @) cos(wT + ) dy
2 Jo
A2 27
= / cos(w(t 4 7) + 2¢) + cos(w(t — 7)) dy
™ Jo
A2
=5 cos(w(t — 1))
donc le processus est stationnaire au sens large.
De plus, X (¢) étant de moyenne nulle, on a Var [X(t)] = Rx(¢,t) = A; = 0% pour

tout t.

E [IX(t +6) — X(t)]*] = E [X(t +6)*] + E [X(t)*] — 2E [X(t + 6)X(t)]
0% + 0% — 2Rx(t +6,1)
On a lim Rx(t +6,t) = 0% et donc lim E [|X(t + §) — X(t)[*] = 0 i.e. le processus est
6—0 6—0

continue en mod.
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(¢) Mémes questions dans le cas du processus

Y (t) = Asin(wt + ¢) ,

sous les mémes hypothéses pour A, w et ¢.

(2) Détection par autocorrélation On suppose que l'on observe un processus du second ordre
O ={0O(t),t € R}, continu et stationnaire en moyenne d’ordre 2, de la forme

Ot)=X(t)+B(t), teR

out X est le signal harmonique précédent, et B = {B(t),t € R} est un bruit, modélisé par
un processus du second ordre, centré (E [B(t)] = 0 pour tout t), continu et stationnaire en
moyenne d’ordre 2 :

Rp(t,7) = Rg(t—7,0) := Rp(t—T) .

On suppose en outre que les processus X et B sont décorrélés : pour tous ¢, T,

(a)

E[X(t)B(1)]=0.
Exprimer la fonction d’autocorrélation Ro(t) en fonction de Rx et Rp, et en déduire
une relation entre les variances respectives 0%, 0% et 02 de X, B et O.
Ro(t) = E[O(t)O(0)]
= E[(X(t) + B(t))(X(0) + B(0))]
=E [X(t)X(0)] + E[X(t)B(0)] + E [B(t)X(0)] + E [B(t)B(0)]
= Rx(t) + E[X(t)|E[B(0)] + E [B(t)]E [X(0)] + R5(1)
= Rx(t) + Rp(t)

et donc

Soit € > 0. Donner une condition suffisante sur la fonction d’autocorrélation Rp(t)
assurant que la condition

[Ro(t) = Rx ()| < eoy , V[t| > 7o(e) ,

(ot T9(€) est un réel positif) soit satisfaite? En déduire que si cette condition est
remplie, il est possible de détecter le signal X, en observant Rp dans un intervalle
approprié, et donc de déterminer la valeur de la constante w. |Ro(t)—Rx (t)| = |Rp(t)]
1l suffit d’avoir |Rp(t)| < ecd V|t| > 10(€) qui est vérifié si

Jim [Rs(t)] = 0.
Soit tg > 7o(€). Alors
Ro(t) = Rx(t) + Rp(t)
2
=3 cos(wt) 4 r

avec |r| < eo?. On a donc Ro(t) ~ Rx(t), on peut donc détecter le signal X.

7
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2w
T

()

Supposons w connu, soit € > 0 un réel positif fixé, et soit 7 > 7(¢). Montrer que

) 2% T+27 [w ~
A= — Ro(t) cos(wt) dt + €,

m T

et estimer 'erreur €, en fonction de e, 020 et w.

T2/ w 2w

T

T2 /w
Ro(t) cos(wt) dt = 22 / (R () + Ry (1)) cos(wt) dt

™

T+27 /w
/ (5 cos(wt) + Rp(t)) cos(wt) dt

27(41
i
2w T+27 /w
— / 5 cos? (wt) + Rp(t) cos(wt) dt
71— T

w

) T+27 /w A 2 T2/ w
= — / 3 cos?(wt) dt + = / Rp(t) cos(wt) dt
T J; T ).

2w A?r
T 2w
=A% 47
avec
2 T2 /w
Ir| < eagc—w/ | cos(wt)| dt
™ T
2wd
. weUX

8

2
—eo
10X

IN

et donc A% = 22 f:”ﬂ/w Ro(t) cos(wt) dt + € avec |¢] < %60(2)

Cas particulier : Supposons que le bruit soit tel que
sin vt

Rp(t) = 0%
B(t) =o0p 1

Donner une estimation de 7o(€) adaptée & ce cas de figure, et I'exprimer en fonction
du rapport signal a bruit

2 _ 9%
s
Si Rp(t) = 0% Sii‘/;’t alors
1
Rp(t)| < o%—
Ra()] < b
2
avec t > %({’T—?%, on a bien
0
[Rp(1)] < eddy
et donc
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(e) Commenter. Plus la précision est grande, plus 7 est élevé. 7 est une fonction croissante
de p



