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FREQUENCES POUR LES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

T |
Soit une sinusoide de période T: sin | —1 ], la fréquence v est définie parv = —.
) T T

» Sinusoide de fréquence v: sin (2rvt)

» Exponentielle complexe de fréquence v: e"*™" = cos(2zvt) + i sin(2zvt)
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SERIES DE FOURIER : RAPPELS

» On mesure la ressemblance d'une fonction périodique avec les sinusoides de différentes
fréquences

» Toute fonction périodique peut se décomposer comme une somme infinie de sinus et cosinus a

différentes fréquences
Mesure de ressemblance: c’est un produit scalaire |

» Soit fune fonction de période T: V1, f(t + T) = f(¢). Alors on a

172

J' f(t)e‘iz”%td ‘

—1T17/2

+ 00

. 275t _l
=2, e(Ne™ ¥, avecl,(f) = —

n=—~oo
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SERIES DE FOURIER : RAPPELS

» On mesure la ressemblance d'une fonction périodique avec les sinusoides de différentes fréquences

» Toute fonction périodique peut se décomposer comme une somme infinie de sinus et cosinus a
différentes fréquences

Mesure de ressemblance: c’est un produit scalaire |

» Soit fune fonction de période T: V¢, f(t+ T) = f(¢). Alors on a

172

(1) = f c (fe™ 1, avedc, (f) =1J f)e™277d ¢
N——00 I —T7/2

> Voire https://www.falstad.com/fourier/Fourier.html



https://www.falstad.com/fourier/Fourier.html

SIGNAUX ANALOGIQUES
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ANALYSE DE FOURIER

» Idée: mesurer la ressemblance d'une fonction les sinusoides de différentes fréquences

» Exponentielle complexe de fréquence v: €,(f) = e'*™!

+00
, Mesure de ressemblance: produit scalaire: (x,€,) = J' x(t)e (t) dt
— OO0

» Soit x un signal analogique, sa transformée de Fourier (quand elle existe) est donnée par:

+00
x(v) = J x(He ™ d ¢t
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TRANSFORMEE DE FOURIER POUR LES SIGNAUX A TEMPS CONTINU

» Soit

x:R—>C
t — x(1)

un signal analogique stable (x € L!(R)), ou d’énergie finie (x € L*(R)), sa transformée de Fourier existe et est
donnée par:

+ 00
) = J x(He ™ d ¢t

> X(v) est une fonction de |la variable continue v
> L'existence de la transformée de Fourier est directe si x(7) est un signal stable.

> L'existence de la transformée de Fourier pour x € L*(R) se montre par un argument de densité
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TRANSFORMEE DE FOURIER INVERSE (SIGNAUX A TEMPS CONTINU)

> Soit x(¢) un signal analogique stable (x(f) € L'(R)) ou d’énergie finie (x(f) € L*(R))et X(v) sa
transformée de Fourier. Si X(v) est intégrable ou d’énergie finie, alors la transformée de Fourier
est inversible:

+00
x(7) =J TW)e?™ du

- Six(¢) € L*(R), alors X(v) € L*(R) (et réciproquement). Cf. Théoréme de Plancherel-Parseval
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EXEMPLES

» Soit x(1) = O(¢). Alors x(7) n'admet pas de transformée de Fourier, car le signal de Heaviside
n‘est ni stable, ni d'énergie finie
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EXEMPLES

» Soit x(7) = 11,(?)

S A\V/=Ye

»+00
() = x(He P dt =

J—00

e—lzﬂI/A _ ezZJU/A

— 27U
sin(2zvA)

17
= 2As1nc(2rA))

sin(zt)

sinc(?) =
Tl

n—l—oo

J—00

HA[t]e—QJwt dt =
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THEOREME DE PLANCHEREL-PARSEVAL

Soit u(f) et v(¢) deux signaux de L*(R), de transformée de Fourier ii(v) et $(v). Alors

VIORIONERVI(ARYA)

+00 ) +00
= | Juo|” ar= |

[—=—0O0 — 0

Va\ 2 A\
aw) | dv = lall3

Il y a conservation de I'énergie et du produit scalaire dans le domaine fréquentiel: Ia
transformée de Fourier est une isométrie
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SPECTRE D"UN SIGNAL

Soit x(7) un signal analogique et X(v) sa transformée de Fourier. On définit

> Le spectre d'amplitude de x(?) :

L —

£(v)|

> Le spectre de puissance de x(1) :

2
U x(y)‘

Le spectre du signal nous renseigne directement sur son contenu fréquentiel (forte présence ou
quasi-absence d’une fréquence v)
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QUELQUES PROPRIETES DE CALCULS

» Symétrie: si V¢, u(r) € R, alors

u(v) = u(—v) et

» Linéarité: v(¢) = au, () + u,(¢)

» Translation: v() = u(t — a)

> Convolution: soit w(¢) = (u *v)(1), alors

i) | = |a(-v)]
V() = atl,(v) + i, (V)

P(v) = e ™h(v)

wv) = u@) v(v)
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THEOREME DE WIENER-KHINTCHINE

> Soit x(?) un signal analogique de transformée de Fourier X(v). On note C, () sa fonction d'auto-

+00
corrélation, ie C,(7) = J xX(wx(u+1)du

Alors

fw)|” = L)

ie le spectre de x est égale a la transformée de Fourier de sa fonction d'auto-corrélation

> Exercice: montrer le théoreme



SIGNAUX NUMERIQUES
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ANALYSE DE FOURIER

» Idée: mesurer la ressemblance d'une fonction les sinusoides de différentes fréquences

» Exponentielle complexe de fréquence v a temps discret: ¢ [t] = ¢"*™

+ o0

. Mesure de ressemblance = produit scalaire: (x, € ) = Z x[t]e [1]

[=—00

» Soit x un signal numérique, sa transformée de Fourier est donnée par:

+00

)’5(1/) — Z x[t]e—lQm/t

[—=—00

> X(v) est une fonction de la variable continue v, 1-périodique
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TRANSFORMEE DE FOURIER POUR LES SIGNAUX A TEMPS DISCRET

» Soit x[¢] un signal numérique stable (x[t] € #'(Z)), ou d'énergie finie (x[t] € £*(Z), sa
transformée de Fourier est donnée par:

+ 00

x(v) = Z x[t]e 2

[—=—00

> X(v) est une fonction de la variable continue v

> X(v) est une fonction périodique de période 1: Xx(v + 1) = X(v), Vv
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TRANSFORMEE DE FOURIER INVERSE (SIGNAUX A TEMPS DISCRET)

Soit x[#] un signal a temps discret et X(v) sa transformée de Fouirier.

> La transformée de Fourier est inversible:

12
x[t] = [ W)e™ du
~1/2

>~ X(v) étant une fonction de |a variable continue, |a transformée de Fourier inverse est donnée
par une intégrale

> X(v) est de période 1, on integre sur une période complete: [—1/2,1/2], ou bien [0,1] etc.
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EXEMPLES

» Soit x[z] = oy]1]

> Inversement

x| 7]

J' 1/2

—1/2

+ o0

+00
)?(I/) — Z x[t]e—iZﬂytz Z 5k[t]e—i27wt
[=—00

e—z27wkez27wt dy = J
—1/2

1/2

[=—00

0 —I12nvk

e 12mv(t—k) duv

el27t1/(t—k) . em(t—k) . e—m(t—k) . )
[izﬂ(t_k)]_m— Y =0sit#kcar(t—k) € Z
1/2 :
dv=1 sit =k

—1/2
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EXEMPLES

» Soit x[7] = OJr]. Alors x[f] n'admet pas de transformée de Fourier, car le signal de Heaviside
n‘est ni stable, ni d'énergie finie
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EXEMPLES

» Soit x[7] = I1,[7]

+ o0

N

)’5(”) — Z x[t]e—i27wt: +Z.O HN[t]e—lQJwt: Z e—izywt
[=—0

[=—00

el271’DN . e—lZﬂv(N+1)

o im(2N+1) _ ,—inv(2N+1)
—izTV

€

sin(zv(2N + 1))

sin(zv)

=—N

eww(2N+1) _e —inv(2N+1)

eim/ . e—iﬂ'l/
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THEOREME DE PLANCHEREL-PARSEVAL

Soit u[t], v[t] € £*(Z) deux signaux numériques d’'énergie finie, de transformée de Fourier ii(v) et
v(v). Alors

(ult], v[t]) = U@), v(v))

+00 )
=Y |ulrl =J

—1/2

1/2 )
aw) | dv = lall3

Il y a conservation de I'énergie dans le domaine fréquentiel
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SPECTRE D"UN SIGNAL

Soit x[f] un signal a temps discret et X(v) sa transformée de Fourier. On définit

> Le spectre d’'amplitude de x[7] :

L —

£(v)|

> Le spectre de puissance de x[1] :

2
U x(y)‘

Le spectre du signal nous renseigne directement sur son contenu fréquentiel (forte présence ou
quasi-absence d’une fréquence v)
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QUELQUES PROPRIETES DE CALCULS

» Symétrie: si V¢, u[t] € R, alors

u(v) = u(—v) et

» Linéarité: v[t] = au|t] + u,| 1]

» Translation: v[¢] = u[r — k]

> Convolution: soit w[¢] = (u * v)[¢], alors

i) | = |a(-v)]
V() = atl,(v) + i, (V)

P(v) = e ™ h(v)

wv) = u@) v(v)
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THEOREME DE WIENER-KHINTCHINE

Soit x[f] un signal numérique de transformée de Fourier x(v). On note C,,[?] sa fonction d'auto-
+00

corrélation, ie C,,[] = ) x[klx[k + 1]

k=—00

Alors

s = L)

ie le spectre de x est égale a la transformée de Fourier de sa fonction d'auto-corrélation



CONCLUSION
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EN BREF

» Analyse spectrale = transformée de Fourier

» Interprétation physique « simple »: permet de mesurer la « quantité » d'une sinusoide a une
fréquence donnée (penser aux notes de musiques)

» Modele analogique VS modeéle numérique
» Convolution en temps = multiplication en fréquence
» Conservation de |'énergie

» Propriétés de calculs



