Compléments sur la Régression linéaire
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1 Estimation par maximum de vraisemblance des
parameétres

Rappel du modéle :
Y,=bXitateVie{l,...,N}, (1)
ot les ¢; sont des V.A. i.i.d tels que Vi ¢; ~ N(0,0%). On en déduit
Y; ~ N(a+bX;,0%) Vi .

On a donc

1 1
Y;)= —=e - Vi,
f¥) oV 2 xp( o 27T(Yi—a—in)2) !

ce qui permet d’écrire la vraisemblance du systéme :

S 1
L(a,b,0%,Yy,....YN) =
( 7o N) H 27T p( 27 (Y; —a—bxi)Q)

d’ott ’'on déduit la log-vraisemblance :
X
2 _ -
ln(L(a7b,U ,Y17...,YN))——§II1 (27m0?) ~ 5 E_ a—bX;)

Maximiser la vraisemblance du systéme revient donc & minimiser le critére
des moindres carrés :

Q(a,b) =) (Vi —a—bX;)?

i=1

Pour cela, on cherche & annuler les dérivées partielles :



ia,b) =—29N YVi—a—-bX,=0
=25 Xi(Yi—a—bX;) =0

> S\ o N

i i—(Y—bX)nX—bZilef:()
a=Y —bX

=

SV XY -V X +nbX2 0N X2 =0

N X;Y;—nYX
b= ZEN XZ— :X2 =0
avec Y (resp. X) la moyenne empirique des Y; (resp. X;)
N _
On note S% la variance empirique des X; et Sxy = £ 3 (X; - X)(Y;—Y)
> Z (XiY3) —

XY la covariance empirique des Y; et X;. Les estimateurs au sens
des momdres carrés de a et b sont donnés par :

2 Intervalle de confiance sur E{Y;}

On cherche une fonction pivot. L’estimation ponctuelle de E{Yp} donne
E{Yy} = E{Y,}. De plus

Var(Yy) = Var(a + bX,) = Var(a) + X2 Var(b) + 2X,Cov(a, b) (2)
o2 X2 , o2 X o2
N(1+52)+X0NS§(—2XONS§( (3)
1 X2 -2XX,+ X2 —
o2 (= 2o+ 0 _ 21 (Xo 2X) )
N NS% N NS%
On a donc :
Yy — E{Y, Yo — E{Y,
0 { 0} NN(O, 1) ot 0 { O}
(Xo—X)
o/ (% + Sv)
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On admettra la partie de droite. On rappelle que 6 = % (Vi —a—bX;)? =

=1

L
~N Z E;.
i=1
(%) est une fonction pivotable pour E{Y;} qui permet d’obtenir I'intervalle
de confiance :

’ 1 (Xo-X)? o 1 (Xo—X)?
Yo —tn_21_2 —+— Y tn_91_a P S
0 N-2;1 20\/N+ NSg( Yo +inN—2;1-20 N+ NSg(

3 Intervalle de prédiction sur E{Y;}

On cherche deux bornes A et B telles que P{A <Yy < B} =1 — o (a une
erreur “petite” fixée).
On a R R
E{Yy — Yo} = E{Yo} - E{Yo} =0.

Vue que E{Yy} et Yy sont indépendant, on a

_ 2
Var(Yy — Yy) = Var(Yp) + Var(Yp) = o2 <1 + (Xo = X) + 02)

N NS2
1 (X0 — X)?
_ 2 _ Sl A
=0 <1+N+ NS%
On a donc
Yo — Y
90 ~N(0,1) .

2 1, (Xo—X)?
o (144 + 55"
On remplace o par son estimation &, et on obtient :

Yo — Yo

— ~itn_g .
o2 (14 4 + B07)

D’ou lintervalle de prédiction pour E{Yy} :

. 1 Xo— X)? ~ 1 Xo—X
Y*O*tN—Q;l—%aj <1++(0)>,}f0+t1\]_2;1_c2¥5'2 <1++(0)
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