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1 Préliminaires

Préliminaires

— Lire le fichier audio

— Représenter ses échantillons sur une échelle adaptée

— Représenter son spectre sur une échelle adaptée

— Créer un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure fc choisie, dans le domaine fréquentiel.

— Représenter le spectre du filtre passe bas idéal.

Filtre, fonction de transfert et réponse impulsionnelle

— Rappeler le lien entre la fonction de transfert du filtre et sa réponse impulsionnelle.

la fonction de transfert est la TZ de la RI. Si la RI admet une TF, la fonction de transfert peut
être confondue avec la réponse en fréquence.

H(z) =

+∞∑
k=−∞

hkz
−k ; ĥ(ν) = H(ei2πkν) =

+∞∑
k=−∞

hke
−i2πkν

— Comment peut-on obtenir la réponse impulsionnelle du filtre idéal représenté ici ?

par inversion de la réponse en fréquence (ie, de sa TF)
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Filtre, fonction de transfert et réponse impulsionnelle

— Comment peut-on obtenir la réponse impulsionnelle du filtre idéal représenté ici ?

par inversion de la réponse en fréquence (ie, de sa TF)

— Calculer à la main la réponse impulsionnelle idéale de ce filtre.

h
pbν0
n =

∫ 1
2

− 1
2

ĥ(ν)ei2πnν dν =

∫ ν0

−ν0
ei2πnν dν

=

[
1

i2πn
ei2πnν

]ν0
−ν0

=
ei2πnν0 − e−i2πnν0

i2πn

=
sin(2πν0n)

πn

— Cette réponse impulsionnelle est-elle finie ? stable ? causale ?

Cette RI est à support infini, est stable (elle admet une TF), mais n’est pas causal (définie pour
k < 0)

2 Rappel : synthèse des filtres FIR

Table des matières

Filtres – équation aux différences
Soit un filtre de réponse impulsionnelle h. Alors le signal y, version filtrée du signal x par h est donnée

par :

yn = (h ? x)n =

+∞∑
k=−∞

hkxn−k

Comment réaliser un tel filtre en ”temps réel”?

Rappel : analyse du filtre idéal

— Rappeler l’équation de filtrage (ou équation aux différences) dans le domaine temporel

yn =

+∞∑
k=−∞

hkxn−k

— Quels problèmes va-t-on rencontrer si l’on échantillonne la réponse impulsionnelle actuelle pour
établir l’équation aux différences du filtre FIR ?

La réponse impulsionnelle est à support infini : on ne peut pas stocker une infinité d’échantillons
en mémoire.

— Le filtre sera-t-il réalisable ? Pourquoi ?

Le filtre n’est pas réalisable car il n’est pas causal.

Rappel : Synthèse de filtre FIR par fenêtrage

RI du filtre FIR causal

yn =

K∑
k=0

hkxn−k

Synthèse par fenêtrage
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— Calcul de la RI hideal par TF inverse :

hidealn =

∫ 1/2

−1/2
H(ν)ei2πnν dν

— Fenêtrage de la RI hideal

hwin = w · {hideal−N/2, . . . , h
ideal
N/2 }

— Application d’un retard sur htronc, afin de décaler les indices pour rendre le filtre causal

hRIF
n = hwin

n−N/2

2.1 Application

Table des matières

Application : synthèse d’un filtre FIR passe-bas – fenêtrage

— Choisir l’ordre du filtre, puis appliquer un fenêtrage à hideal

— Afficher avec une échelle adaptée le gain fréquentiel du filtre FIR obtenue, en dB.

— Comparer au gain du filtre idéal.

— Proposer une implémentation compatible avec le temps réel du filtre FIR ainsi obtenu.

3 Retour sur le filtrage numérique

Analyse de l’approche FIR
On approche un filtre idéal par un filtre FIR :

yn =

+∞∑
k=−∞

hkxn−k '
K−1∑
k=0

hkxn−k .

Exemple du Passe-Bas :

hidealn =
sin(2πξ0n)

πn
.

— Les coefficients de la réponse impulsionnelle de ce filtre décroissent en 1
n .

— Si l’on veut approcher ce filtre avec une erreur d’environ 10−6, il faudra de l’ordre de un million de
coefficients !

— Il faut donc compter dix milliard d’opérations par secondes pour traiter un signal de paroles échan-
tillonné à 10 kHz.

Filtres récursifs

Idée : utiliser des filtres récursifs.

On cherche y sous la forme :

yn =

M∑
k=0

bkxn−k −
N∑
k=1

akyn−k

— Le coefficient de sortie yn dépends des coefficients précédents déjà calculé !

— Le coefficient yn est obtenu par filtrage des xm antérieurs à n et filtrage des ym antérieur à n
en utilisant les filtres de RI {b0, . . . , bM} et {a1, . . . , aN}.

— Si cette équation a une solution unique, alors c’est un filtre récursif.

— On suppose M ≤ N . N est l’ordre du filtre.
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Filtres récursifs : analyse

yn =

M∑
k=0

bkxn−k −
N∑
k=1

akyn−k

⇔
N∑
k=0

akyn−k =

M∑
k=0

bkxn−k

Après TZ :

Y (z)

(
N∑
k=0

akz
−k

)
= X(z)

(
M∑
k=0

bkz
−k

)
⇔ V (z) = H(z)U(z) .

avec

H(z) =

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k
.

La fonctionede transfert est une fraction rationnelle. Le filtre existe ssi le dénominateur ne s’annule
jamais

Filtres récursifs : AR vs ARMA

Filtre autorégressif ou AR

H(z) =
1∑N

k=0 akz
−k

.

yn = xn −
N∑
k=1

akyn−k

Filtre autorégressif à moyenne mobile ou ARMA

H(z) =

∑M
k=0 bkz

−k∑N
k=0 akz

−k
.

yn =

M∑
k=0

bkxn−k −
N∑
k=1

akyn−k

Filtres ARMA réalisables

Causalité
Un filtre est causal ssi H est défini pour tout |z| > r

Stabilité

— Un filtre est stable ssi H est défini pour tout |z| = 1.

— Un filtre ARMA est stable ssi les pôles zd sont tels que |zd| 6= 1

Filtres ARMA réalisables
Un filtre ARMA est réalisable ssi H est défini pour tout |z| > r avec r < 1
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4 synthèse des filtres ARMA

4.1 Méthode générale

Grandes étapes

— Définir un gabarit de filtre analogique

— Approcher ce gabarit par la fonction de transfert d’un filtre de type donné (Butterworth, Tcheby-
chev, . . . )

— Transformer la fonction de transfert analogique en fonction de transfert numérique

Filtrage analogique

Domaine temporel

y(t) = h(t) ? x(t)

=

∫ +∞

−∞
h(s)x(t− s)d s

Transformée de Laplace
Y (p) = H(p)X(p)

avec

H(p) =

∫ +∞

0

h(t)e−iptd t

H est la fonction de transfert du filtre de RI h.

Méthode de conversion d’un filtre analogique en numérique

— Invariances impulsionnelle (on cherche hn comme l’échantillonnage de h(t))

— Transformation d’Euler (Approximation d’une dérivée continue en discret)

— Transformation bilinéaire (la plus classique)

5 Choix du filtres numériques

5.1 Spécifications

Spécification

Spécification générale

— Choix du type : passe-bas, passe-haut, passe-bande, coupe-bande. . .

— Choix du Gabarit

Spécifications particulières

— Bande passante [fp−, fp+]

— Bande atténuée [0, fa−] [fa+, 0.5]

— Ondulation en bande passante ε1

— Ondulation en bande atténuée ε2
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Spécification

Spécifications particulières

— Bande passante [fp−, fp+]

— Bande atténuée [0, fs−] [fs+, 0.5]

— Ondulation en bande passante ε1

— Ondulation en bande atténuée ε2

5.2 Filtres classiques

3 grandes familles

— Filtres de Butterworth

— Filtres de Tchebychev I et II

— Filtre Elliptique

— (+ Filtres de Bessel)

Filtres de Butterworth

Fonction de tranfert

|H(f)|2 =
1

1 +
(
f
fc

)2N
Caractéristiques

— Fréquence de coupure fc

— Ordre N

— Module de la fonction de transfert monotone

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fréquences

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
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Filtres de Tchebychev I

Fonction de tranfert

|H(f)|2 =
1

1 + ε2T 2
N

(
f
fp

)
où TN est un polynôme de Tchebychev de degré N

Caractéristiques

— Bande passante fp

— Ondulation en bande passante ε

— Ordre N

— Monotone en bande atténuée

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fréquences

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Filtres de Tchebychev II

Fonction de tranfert

|H(f)|2 = 1− 1

1 + ε2T 2
N

(
fs
f

)
où TN est un polynôme de Tchebychev de degré N

Caractéristiques

— Bande atténuée fs

— Monotone en bande passante

— Ondulation en bande atténuée ε

— Ordre N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fréquences

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
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Filtres elliptiques

Fonction de tranfert

|H(f)|2 = 1− 1

1 + ε2R2
N

(
f√
fpfs

)
où TN est un polynôme de Tchebychev de degré N

Caractéristiques

— Bande passante fp

— Bande atténuée fs

— Ondulation en bande atténuée et en bande atténuée ε

— Ordre N

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fréquences

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Filtres FIR ou IIR ?

Particularités des filtres FIR

— Bande de transition large

— Synthèse simple

— Stabilité

— Facilité d’implémentation

Particularités des filtres IIR

— Bande de transition étroite

— Synthèse à partir d’un filtre analogique

— Peut être instable

6 Conclusion

Conclusion

Points importants généraux

— Le vocabulaire ! (signal et filtre causal, stable etc.)

— Fourier et analyse spectrale

— Filtrage et transformation spectrale

— Filtres idéaux

— Synthèse de filtres FIR

— Synthèse de filtres IIR

— Temps-réel

8



Points particuliers

Fourier

— Discret ⇒ Périodique

— Périodique ⇒ Discret

— Discret et Périodique ⇒ Discret et Périodique

— Signal réel ⇒ Spectre symétrique

Filtrage

— Équation aux différences

— y = h ? x⇔ ŷ = ĥ · x̂
— Attention au modèle : les signaux sont des suites numériques. Si le signal est fini, la convolution

est circulaire

Points particuliers

Filtres idéaux

— Passe bas, passe-haut, passe-bande

— Dans le domaine spectrale, tout s’exprime en fonction du passe bas !

— Savoir calculer la réponse impulsionnelle de ces filtres idéaux.

Synthèse de filtres FIR

— connaitre la définition

— un filtre FIR est forcément stable (mais peut ne pas être causal)

— Connaitre la synthèse par fenêtrage

Synthèse de filtres IIR

— Connaitre la définition

— Connaitre les grandes famille filtres et leur particularité

— Connaitre les avantages et inconvénients des approches FIR ou IIR.
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