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On considère sur un filtre RC série, dont le schéma est donné sur la figure 1.
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FIGURE 1 – Filtre RC série étudié. La tension d’entrée est celle aux bornes du générateur,
notée UE. La tension de sortie est notée Us.

Lorsque l’entrée du circuit est un signal sinusoïdal, tous les signaux du circuit sont si-
nusoïdaux et à la même fréquence. On dit que le circuit est linéaire. Un circuit utilisant
uniquement des résistances, condensateurs et inductances est linéaire. L’indice n’est plus
utile sur les pulsations ou fréquences : ωe = ωs = ω et fe = fs = f .

1 Équation différentielle reliant Ue(t) et Us(t)

La loi des mailles permet d’écrire une première relation :

Ue(t) = UR(t) + Us(t) (1)
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Les relations "courant/tension" des deux composants fournissent deux équations supplé-
mentaires :

UR(t) = RI(t)

I(t) = C
dUs(t)

dt

On peut combiner ces deux expressions selon :

UR(t) = RC
dUs(t)

dt

En remplaçant UR(t) par son expression dans l’équation (1), on obtient l’équation diffé-
rentielle qui décrit le fonctionnement de ce circuit :

Ue(t) = RC
dUs(t)

dt
+ Us(t)

Q1 En raisonnant sur les dimensions (ou les unités) dans l’équation différentielle, donner
la dimension du produit RC.

2 Type de solution de l’équation différentielle pour le régime
harmonique

On s’intéresse au cas particulier où la tension Ue(t) évolue sinusoïdalement au cours du
temps avec une amplitude E et une fréquence notée f , c’est à dire que son expression
est du type :

Ue(t) = E · cos (ωt)
où ω = 2πf est la pulsation, en rad/s.
L’équation différentielle qui décrit l’évolution de la tension Us(t) devient :

Us(t) +RC
dUs(t)

dt
= E · cos (ωt)

Comment résoudre cette équation? On cherche si il existe des solutions du type "sinusoï-
dal", qui s’écrivent :

US0(t) = S1 · cos (ωt) + S2 · sin (ωt) = S · cos (ωt+ ϕs)

On cherche donc à déterminer S1 et S2 ou bien S et ϕs qui permettraient d’assurer que
US0 serait solution de cette équation.

3 Résolution de l’équation différentielle

3.1 Méthode 1 : méthode "directe"

On pose donc :
US0(t) = S · cos (ωt+ ϕs)

On recherche s’il existe des valeurs de S et de ϕs qui assurent que US0(t) soit solution de
l’équation différentielle.
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On commence par écrire la dérivée de la fonction US0(t) :

dUs0(t)

dt
= −S · ω sin (ωt+ ϕs)

Si Us0 est solution de l’équation différentielle, alors :

S · cos (ωt+ ϕs)− S ·RCω sin (ωt+ ϕs) = E · cos (ωt) (2)

En décomposant les termes en cosinus et sinus selon :

cos (ωt+ ϕs) = cos (ωt) cos (ϕs)− sin (ωt) sin (ϕs)

sin (ωt+ ϕs) = sin (ωt) cos (ϕs) + cos (ωt) sin (ϕs)

on obtient dans le terme de gauche de l’équation (2) 4 termes. On peut alors associer
ces termes en regroupant les termes facteurs de cos (ωt) et ceux facteurs de sin (ωt).

S · [cos (ωt) cos (ϕs)− sin (ωt) sin (ϕs)]− S ·RCω [sin (ωt) cos (ϕs) + cos (ωt) sin (ϕs)] = E · cos (ωt)
S · [cos (ϕs)−RCωsin (ϕs)] cos (ωt) + S · [− sin (ϕs)−RCωcos (ϕs)] sin (ωt) = E · cos (ωt)

Pour que cette équation soit vérifiée pour toutes les valeurs de t, il est nécessaire que :

S · [cos (ϕs)−RCωsin (ϕs)] = E (3)
S · [− sin (ϕs)−RCωcos (ϕs)] = 0 (4)

De l’équation (4) on en déduit que pour US0 soit solution, il est nécessaire que :

tanϕs = −RCω

et d’après l’équation (3) il est nécessaire que :

S = E · 1

cos (ϕs)−RCω sin (ϕs)
= E · 1

cos (ϕs)
· 1

1−RCω tanϕs
= E · 1

cos (ϕs)
· 1

1 + (RCω)2

Or la formule de trigonométrie cos2 (arctan(x)) = 1
1+x2

, permet d’écrire :

cosϕs = cos (arctan (−RCω)) = 1√
1 + (−RCω)2

Finalement, US0(t) = S · cos (ωt+ ϕs) est solution de l’équation différentielle si :

S = E · 1√
1 + (RCω)2

et
ϕs = − arctan (RCω)

3.2 Méthode 2 : utilisation de la représentation complexe

Amplitudes complexes Pour étudier le régime harmonique, on peut travailler avec les
nombres complexes en notant :

Us(t) = Re
(
S · ejωt+jϕs

)
= Re

(
Us · ejωt

)
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et
Ue(t) = Re

(
E · ejωt

)
= Re

(
Ue · ejωt

)
Us · ejωt et Ue · ejωt sont donc deux grandeurs complexes dont la partie réelle correspond

à des signaux . . .réels.

Les grandeurs
Us = S · ejϕs et Ue = E

sont appelées amplitudes complexes. Elles intégrent l’amplitude du signal sinusoïdal (leur
module) et le déphasage (leur angle).

Transmittance L’équation différentielle devient :

Re
(
S · ejωt+jϕs

)
+RC · Re

(
S · jω · ejωt+jϕs

)
= Re

(
E · ejωt

)
transformée selon :

Re
(
Us · ejωt (1 +RCjω)

)
= Re

(
Ue · ejωt

)
Cette égalité des parties réelles sera vérifiée si les complexes correspondants sont

égaux :
Us · ejωt · (1 +RCjω) = Ue · ejωt

et comme ejωt est toujours différent de 0, l’égalité peut être ramenée à :

Us · (1 +RCjω) = Ue

On peut donc obtenir l’amplitude complexe (amplitude et phase de la sinusoïde) du
signal de sortie, à partir de celle du signal d’entrée en multipliant cette dernière par la
grandeur :

T (jω) =
1

1 +RCjω

qui est appelée transmittance complexe ou réponse en fréquence du ciruit (c’est cette
grandeur que l’on représente dans les diagrammes de Bode, avec des échelles logarith-
miques).

Us = T (jω) · Ue

Solution Cette équation complexe est vraie pour le module et pour l’argument :

Module S = |T (jω)| · E =

∣∣∣∣ 1

1 +RCjω

∣∣∣∣ · E =
1√

1 + (RCω)2
· E

Argument ϕs = arg (T (jω)) = − arctan (RCω)

4 Solution de l’équation

En conclusion Les deux méthodes précédentes permettent d’établir que si on place un
signal d’entrée sinusoïdal en entrée du circuit RC de la figure 1 :

Ue(t) = E · cos (ωt)

Alors l’évolution temporelle de la tension Us est :

Us(t) =
1√

1 + (RCω)2
· E · cos (ωt− arctan (RCω))
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Le module de la réponse en fréquence, appelée aussi transmittance, est une fonction dé-
croissante quand la fréquence (et donc la pulsation) augmente. L’allure de cette fonction
est donnée sur la figure 2, l’allure de l’évolution du déphasage est affichée sur la même
figure.
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FIGURE 2 – Allure de l’évolution du module et de la phase de la réponse en fréquence
d’un filtre RC série en fonction de la pulsation

Pour les fréquences basses, c’est à dire telles que ω � 1
RC

l’amplitude S de la tension Us
est très proche de l’amplitude E de la tension d’entrée et le déphasage entre les deux
tensions est proche de zéro. l’allure des 2 signaux est donnée à gauche sur la figure 3.

Pour les fréquences plus élevées, c’est à dire telles que ω � 1
RC

, l’amplitude S est réduite
et un retard apparaît entre la tension d’entrée et la tension de sortie, c’est ce que l’on
observe à droite sur la figure 3.
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FIGURE 3 – Allure de l’évolution de la tension de sortie, selon la fréquence du signal sinusoï-
dal d’entrée.
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